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Niveau : Premiére S

Prérequis :
i) Produit scalaire : Définitions (par distances et angles et par projections) et Propriétés

ii) Angles géométriques (conservation par une symétrie centrale)

iii) Définition du cosinus et du sinus : dans un triangle rectangle (angle aigu) et dans le cercle trigonométrique

iv) Théoréme de Pythagore (avec réciproque) et formules de trigonométrie élémentaires

iv) Droites remarquables d'un triangle : hauteurs, médianes, médiatrices et bissectrices

v

N

Théoréme de l'angle inscrit

On se place dans P plan affine euclidien (associé au plan vectoriel ﬁ)

On considérera, dans toute la lecon, un triangle ABC non aplati et on notera :
a=BC,b=ACetc=ABles longueurs des cotés et &= T4B, B = ABC et ©= BCA les angles géométriques (

£]0,7[)
But : Déterminer dans un triangle les trois longueurs et les trois angles géométriques.

I. Relations métriques
1. Théoréme de la médiane

Théoréme 1 :
Soit | milieu de [AB]
Alors, on a:

ﬂlﬁ-@:ﬁfz—ﬂTBg
ii)cAT+CBI=20c 124482
{111 CAI_CBI=1IC AF

Démonstration :
=C12+C] TB+TACI+IA 1B
:cfﬂ+3-[ﬁ+ﬁj+ﬁ-ﬁ
2612+ﬁ-§ avec ﬁ+§:6 puigque Imilieu de[4AB]
Or fA=1F4 et JE=147 donc JATE=14p?
D'ou le résultat.
ii) et ii)) On @ ¢ A2=(CT+14)= (TA-18) =1 4% +IC3 2T A I6
et cp2=1B4+ICI-2TBIC
D'oll ¢ A24+C B2=27C3+] A241 B2—2(TA+1B) 10 =210+ A2 41 B2 =21 C1+AE2

et c A2 CRl=J A B _y(TA—IB)IC =110 AF

2. Formule des aires

' Proposition 1 : )
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L'aire du triangle ABC est donnée par
SABC = — Base x Hauteur = — AHA x BC ou Hp est le pied de la hauteur issue de A

Démonstration : Rappel : L'aire d'un triangle rectangle en Aest S = 1§ AB x BC (c'est la moitié de l'aire d'un rectangle)
i) 1¢" cas : H € [BC] (i.e. l'angle I est aigu)
On a SABC = SABH + SAHC
=LAHxBE+LAHXHC
=L AHX(BE4+HC)
=lAHxBCcar H £[BC]
ii) 26™€ cas : H ¢ [BC] (i.e. langle I est obtus)
On a SABC = SABH - SAHC
=l AHxBH-LAHxEC
=lAHxBC

Remarques :
i) Par permutation circulaire (sur A, B, C), on obtient les deux autres formules suivantes :
SABC = 1§ BHp x AC et Sagc = 1§ CHc x AB ou Hp (resp. Hc) est le pied de la hauteur issue de B (resp. C)

ii) En particulier, deux triangles ayant une hauteur commune ont des aires proportionnelles a leur base.

Proposition 2 :
Soit ABC un triangle non aplati
Alors Sppc = proup = 1i(a +b + c) est le demi-périmétre et r est le rayon du cercle inscrit dans ABC

Démonstration :

C'est un corollaire de la proposition 1.

Soit | le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC, intersection des 3 bissectrices intérieures.

On sait que les points de la bissectrice intérieure § 4 issue du sommet A sont équidistants de (AB) et (AC) (c'est une
caractérisation métrique des bissectrices)

On a donc Sac = SaB + Seic + Scia = Ser + Lar + ibr=L1@+b+c)r=pr

I1. Relations trigonométriques
1. Somme des angles d'un triangle

Théoréme 2 :
La somme des angles géométriques d'un triangle est un angle plat.
La somme des mesures des angles d'un triangle vaut

Démonstration :
i) On considere B' et C' les images respectives de B et C par la symétrie centrale de centre A.
On méne en A la paralléle ) a (BC) et on note A' = "D (BC) et A" = P (CB).

On aalors :

T+E+T=CAB+ABC+EBCA
CEAR 4B AAT A ATAST

(les symétries centrales conservant les angles orientés)

i.e. TIE4E = m qui est un angle plat.

i) Autre démonstration (par les angles orientés)
Si on oriente le plan tel que ABC soit un triangle direct, on a :

(AB AC)="A[2n](BC BA)=F[2n] i (CACE)=TT2n]

Donc :
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I+’§+E“:[E,RH[E,QH[Q,@][EW]

=(4B AC)HAC BC)+(BC B A)=[2n]

:[E,ﬁj:w[?w] (par la relation de Chasles)
Dot A4+ EF 4T =w42kw[2n]keR
Or 0 ™A F Twr donc A4 F 4T €]0,an[ i.e. k=0 et le résultat.

2. Formules d'Al Kashi

Théoréme 3 :
Dans le triangle ABC, on a : g2=h?4e2—3bhexcos 4

Démonstration :
Ona az;gcﬂ:ﬁ-ﬁzgﬁ—ﬁjzzﬂszﬂmﬂ_gﬁ.ﬁ (symétrie du produit scalaire)
= ABMACTJAB® ACK cos A& =b3+4e2—2bhexcoad (par définition du produit scalaire)

Remarques :

i) Par permutation circulaire (sur A, B, C), on obtient les deux autres formules suivantes :
bi=a24c2—lacxcosE el e2=a24bi—labxcaosC

ii) Si ABC est rectangle (en A, i.e. A’ =¥), on retrouve le théoréme de Pythagore.

On appelle aussi ces formules, les relations de Pythagore généralisé.

iii) On retrouve également l'inégalité triangulaire : |b - c| <a <b + c (avec égalité ssi i est nul ou plat).
En effet, on a —1<cos™d <1 d'oU —2be < b4c2—a2<2be puis (b—c)?<a2<(b+c)? et le résultat.

3. Aire d'un triangle

Proposition 3 :
L'aire du triangle ABC est donnée par Sasc = Labxsin®

Démonstration :

Soit H le pied de la hauteur issue de A.

On avu que Sapc = 1 BCx AH =L axAH

Deux cas se présentent alors :

i) 1¢" cas : l'angle 7 est aigu

Ona 4g=ACxain® =bsinl

par définition du sinus dans le triangle rectangle AHC
ii) 26™M€ cas : l'angle 7 est obtus.

Ona AF=ACxsin(r—T )=bainC avec sin(r—z)=sinz¥1eR
par définition du sinus dans le triangle rectangle AHC
Dol le résultat, i.e. Sasc = Labxsin®

Remarque :
De méme, par permutation circulaire, on obtient : Sagc = %bcxsinI:%achin?

4. Formule des sinus

' Proposition 4 : )
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' Dans le triangle ABC (non aplati), ona : —%== b___c (:%") }

T =TT
2124 a1nF a1nl

Démonstration :
C'est un corollaire de la proposition 3.
En effet, on a: Sagc = %abxainﬁ“:%bcxainl_':%acxain’g

\ . . . I3 oy 7 2 . . R LT s
donc aprés multiplication de cette égalité par - , on obtient : %:“’;A :“%5 —uaf

D'ou le résultat en prenant linverse, avec A, F, & €]0;n[, i.e. sin’A,sinF sinT £0 (ABC non aplati)

5. Rayon du cercle circonscrit

Dans le triangle ABC (non aplati), ona: E= = = Rayon du cercle circonscrit

Proposition :
a [ - abe
2aind " 2ainH " 2einp tFABC

Démonstration :
Soit O le centre du cercle * circonscrit au triangle ABC (point de concours des médiatrices)
- Si le triangle est rectangle en A, alors [BC] est un diamétre de {*donca=BC=2Ret 4 A =1

d'ou e.i:?i“_m et le résultat avec la formule des sinus.

- Sinon, on introduit le point D diamétralement opposé a B.
Le triangle BCD étant rectangle en C, on a sin’ﬁ:%:ﬁ par définition du sinus.

Deux cas sont alors a distinguer :

i) 1¢" cas : l'angle 7" est aigu.

Le théoréme de l'angle inscrit (i.e. dans un cercle, l'angle inscrit est égal a la moitié de l'angle au centre qui
intercepte le méme arc) nous assure que les angles inscrits i =t EDc sont égaux (i.e. I:’ﬁ:%ﬁ )
DoU in A =sin T

ii) 26™Me cas : l'angle T est obtus.

Le théoreme de l'angle inscrit nous assure que les angles inscrits =t EOC sont supplémentaires :

T:%ﬁetﬁ:zraﬁ = r— &
Dot sind =sin(r—D)=sinD

N N T o — — _
Ainsi sind =ag Wt R_Esin-:-’-lhh aveCcsind # 0 car & €]0; [

Et le résultat, a l'aide de la formule des sinus.

Conclusion :

A lorientation prés, un triangle est entiérement déterminer par :

i) La donnée des trois longueurs

qui nous permet via les formules d'Al Kashi de déterminer les cosinus des angles

puis les angles géomeétriques eux-mémes puisque le cosinus est bijectif de ]0,x[ dans ]-1,1[
ii) La donnée de deux longueurs et d'un angle

qui nous permet le calcul de la 3eme longueur, avec la formule d'Al Kashi faisant intervenir le cosinus de l'angle
donné; puis les cosinus des deux autres angles, donc les angles eux-mémes, via les deux autres formules d'Al Kashi.
iii) La donnée d'une longueur et de deux angles

qui nous fournit le 3¥™€ angle sachant que A+ B+ T =

puis les deux autres longueurs par la formule des sinus.

Remarques :

i) Par contre, la donnée de trois angles ne suffit pas !

On a avec les formules d'Al Kashi un systéme de trois équations en les longueurs a, b, ¢ qui, avec la formule des sinus,
admet une infinité de solutions (toutes proportionnelles) (U T4+ EF4+T =r)

ii) Si on remplace la donnée des angles par la donnée de leur cosinus, le résultat reste vrai.
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Si on remplace la donnée des angles par la donnée de leur sinus, le résultat n'est plus exact : on perd l'unicité !

III. Applications
1. Identité du parallélogramme

Proposition :
Soit ABCD un parallélogramme (non aplati) de centre O.
Alors AB? + BC2 + CD? + DA% = AC? + BD?

Démonstration :
C'est une application directe du théoreme de la médiane - i)

On a dans ABC : AB*4+BC?=2052+4L2
puis dans ACD : AD*+CD?=3003+482

D'ou, par sommation,
AB2 + BC2 + CD2 + DA? = AC2 + 2(0B2 + OD?) = AC2 + BD?, O & [BD].

2. Lignes de niveau

Proposition :
i) Si JFMHEE : Soit Ck:{MEF,’ﬁ-ﬁ:klkEIﬁ'} et -::l’:ATB2
Alors :

-sik+d<0: ¢p=@

-sik=-d: =4I} ou | milieu de [AB]
-sik+d>0: Cg estun cercle de centre | et de rayon k34

ii) Si frl— M A2+M B2 Soit ¢ = {MeP/M A M B =k keR} et d:ATB?
Alors :

-sik-d<0: ¢h=0

-sik=d:¢L={i} ou | milieu de [AB]

-sik-d>0: C}, estun cercle de centre | et de rayon ,/&=d

iil) Si f:M—> Ar A2-Arg? : Soit Tp={MeP UM AU B =k keR}
Alors :
k

T est une droite perpendiculaire a (AB) en H tel que ?:Mﬁgﬁ
J

Démonstration :

C'est une application du théoréme de la médiane - i), ii) et iii).

i) Le théoréme 1 - i) nous donne : m.ﬁ:ﬂr{jﬂ_ﬂTBz. Dou M eCips> M I2=k+d et le résultat.

ii) Le théoréme 1 - ii) nous donne : MA%MBQ:EMI%AT‘HE . Dot Meci 1M i?=k—d et le résultat.
iii) Le théoréme 1 - iii) nous donne : pr 42_arpa—372f 22 DOU prep 2T AE =k

On introduit alors H le projeté orthogonal de M sur (AB). On a g[ﬁ+ﬁ].ﬁ:k

i.e. o7F AB =k donc 27H (AR AB)=k AP et ﬁﬁfﬁﬁ
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3. Formule de Héron

Proposition :
L'aire d'un triangle ABC (non aplati) est donnée par : Sasc = /p{p—a){p—b){p—c) ou p est le demi-périmetre

Démonstration :
C'est une application des formules d'Al Kashi et de la formule du sinus.
ad-[b24c2) . e 1%

T et ain A =i

Ainsi cos2d 43in? 74 =1 s'écrit, aprés multiplication par 4b2c? £ 0, (a? - (b2 + c2))? + 1652 = 4b2c?

D'ou : 1652 = 4b2c2 - (a2 - (b2 + c2))2 = (2bc - a2 - (b2 + ¢?))(2bc + a? - (b2 + c?)) (identité remarquable)
=((b+c)2-a?)@2-(b+c)?)=(b+c-a)b+c+a)a-b+c)(a+b-c) (identités remarquables)
=2(p-2a)2p(2p - b)(Zp-c) =16p(p-a)(p-b)(p-c)avecZp=a+b+c

On a CDSI

Remarque :

Conséquence : Avec S = pr, on obtient r:\I'rP[P‘“][jf—b][P-f]

4. Bissectrices

Proposition :
Soit un triangle ABC (non aplati).

On note a = BC, b = AC et c = AB, A’ l'intersection de [BC] et de la bissectrice intérieure issue de A.

La bissectrice de l'angle i divise le coté [BC] en un rapport proportionnel aux cotés [AB] et [AC] "adjacents”
a langle 4
AlB_AR_

le. Sp=9F=

L=ul L]
(.

Démonstration :
C'est une application de la formule des sinus.

On a vu que deux triangles ayant une hauteur commune ont des aires proportionnelles a leur base; ainsi iiijg:m—fg
Or SAEAJZ%cXAA“Ksin% et SAAJc:%bKAA'IXSin%
LN . . . A'B_AB_ ¢
D'ou, par identification, e =ar=i
5. Caractérisation angulaire d'un triangle rectangle
Proposition :
Un triangle ABC (non aplati) est rectangle si et seulement si 3in? 4 4ain? EF4ain?t =1

Démonstration :

i) == : Si ABC est rectangle en A (par exemple), ona a;n 4 =1

Puis, par définition du cosinus et du sinus dans un triangle rectangle, sinH =cost
Ainsi sin? A 451n?F4an?T =1421n? F4({1—cos2T ) =2

il) &= :Sisin? A 4sin?EF4sin?T =2

. . . t ags [ C
n sait que le rayon du cercle circonscrit vérifie lZA=—3==-—"-=-—Ct—
0 q y g1ind sn A ainl
L 2 4242 .
Doy 4R2=—82 B2 __c2 _ aitb-dc — j.e. 8R2 =a? + b2 +¢?

21 in?F a2 T T aingf..:lﬂ-faingff-fainﬂ c
On considére le cercle {? circonscrit au triangle ABC.
Soit A’ le point diamétralement opposé a A.
Le triangle AA'B est rectangle en B, donc par le théoreme de Pythagore, on a AA'2 = AB2 + AB2
De méme, pour AA'C, ol l'on a AA'Z = A'C2 + AC2
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7 sur 8

D'autre part, on a g2=b24e2_2bexcosd (Al Kashi)
dol gp2=0b2 4202 Thexcosd €t 4B2=p24o2 hexcos A
Ainsi 4'pa— 4 4" 2482 o2=b?_bexcos A
_mlat a2
AR (AC-AB)=ACBC
Et, de méme, ona gipi— A B.0E
Donc, 4'B24A!C?=B(AC-AB)=BC(BA+AC)=BC?

Enfin, si A, B et C sont alignés :

Comme A', B et C appartiennent au cercle circonscrit {® et que B £ C (ABC non aplati),

on a nécessairement A'=B ou A" = C.
Or A' = B = [AB] est un diamétre de & = ABC est rectangle en C
et A'= C = [AC] est un diamétre de (¢ = ABC est rectangle en B

et si A,B et C ne sont pas alignés :

La réciproque du théoreme de Pythagore nous donne ABC rectangle en A’
donc [BC] est un diamétre de (¢ = ABC est rectangle en A.

6. Inégalité isopérimétrique

http://www.ilemaths.net/maths-capes-lecon-38-relation-triangle-quelco...

Proposition :
5::};.:4% avec égalité ssi le triangle est équilatéral

Démonstration :

.oz Iy . o . o . . 2y Eqt..4En 1
Elle repose sur linegalité arithmético-geometrique : ¥ry,14,.. ,z5=00na: %2(314‘3---%)”
Démonstration : Premiere : Par récurrence sur n / Terminale : on a en utilisant n-1 fois la concavité de In

On l'applique aux trois nombres p - a, p-betp - ¢, dou A p— :I(p—b:llip—c:l]%ﬁip avec égalité ssia=b =c.

Puis, d'aprés la formule de Héron, on obtient 5{r[ ] pgr

IV. Compléments

1. Autres relations trigonométriques

i) sind +31in B +sinc = %
Démonstration : D'aprés la formule des sinus, on a ﬁzﬂigjzﬂlla?: I__?
D'ou le résultat par sommation avec p=Li{a+b+e)
o P P . ﬁ—i
i) sin A ®ain B xain =383
Démonstration : D'aprés la formule des sinus, on a LH f-“;ﬂ E-iltljf" g‘f'

D'ou le résultat par produit abc = 4RS.

2. Relations métriques avec les rayons des cercles exinscrit, inscrit et circonscrit

i)S=(p-a)yra=(p-b)rb=(p-c)rcetsS = frErgxry¥r;
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_ _abe _ _abe
F——— 2Rrp 2Rrc = atb—c

3. Application (du théoréeme de la médiane)

Soit G isobarycentre du triangle.

Montrer que GA24+GBI4+GCI=1(az4b24c2)

puis que, YMeP, ona M A4 M B4 MCA=3 M G*+G A+ GBI+ GC?
En déduire que Af A24+AF B2+1F 02 est minimale ssi M = G.
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